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Questions de orps de dénition pour les




5 déem bre 2007
Résumé
Dihotomies in various onjetures from algebrai geometry are in fat
ourrenes of the dihotomy among Zariski strutures. This is what Hru-
shovski showed and whih enabled him to solve, positively, the geometri
Mordell Lang onjeture in positive harateristi. Are we able now to
avoid this use of Zariski strutures ? Pillay and Ziegler have given a di-
ret proof that works for semi-abelian varieties they alled very thin,
whih inlude the ordinary abelian varieties. But it does not apply in all
generality : We desribe here an abelian variety whih is not very thin.
More generally, we onsider from a model-theoretial point of view several
questions about the elds of denition of semi-abelian varieties.
Résumé
La dihotomie apparaissant dans plusieurs onjetures géométriques
est une ourrene de la dihotomie des strutures de Zariski, introduites
par Hrushovski et Zilber en théorie des modèles. C'est e qu'a ompris
Hrushovski et qui lui a permis de résoudre, par l'armative, la onjeture
géométrique de Mordell-Lang en aratéristique positive. Ce reours aux
strutures de Zariski peut-il être évité ? Pillay et Ziegler ont donné une
preuve direte qui s'applique aux variétés semi-abéliennes qu'ils appellent
 très mines , en partiulier aux variétés ordinaires. Mais elle ne s'ap-
plique pas en toute généralité : il y a des variétés qui ne sont pas très
mines, nous en donnons ii un exemple. Le présent artile traite plus gé-
néralement de questions de orps de dénition des variétés semi-abéliennes
en aratéristique positive, dont les questions de desente, onsidérées sous
l'angle de la théorie des modèles.
1 Introdution
Dans [Hr96℄, Hrushovski a donné une démonstration d'une onjeture de
géométrie algébrique, dite onjeture de Mordell-Lang. On peut donner plusieurs
énonés de e résultat (voir [Bo98℄ par exemple) ; en voii un énoné très général
en aratéristique positive :
Théorème 1 (Hrushovski) Soit K une extension d'un orps algébriquement
los k de aratéristique p ; A une variété semi-abélienne, et X une sous-variété
∗
Finané par une bourse post-dotorale Modnet
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algébrique de A, toutes deux dénies sur K ; Γ un sous-groupe de A(K) de p-rang
ni, 'est-à-dire tel que Γ⊗Z(p) soit niment engendré en tant que Z(p)-module.
On suppose que Γ ∩X(K) est Zariski-dense dans X, que le stabilisateur de X
est réduit à l'unité et que la sous-variété semi-abélienne engendrée par X est A.
Alors il existe une variété semi-abélienne B et une sous-variété algébrique Y de
B, dénies sur k, et une isogénie de B dans A qui envoie Y sur un translaté de
X.
En voii un énoné un peu diérent où une ertaine dihotomie apparaît plus
lairement :
Théorème 2 Soit k et K omme préédemment, A une variété abélienne et X
une sous-variété de A dénies sur K, et Γ un sous-groupe de A(K) de p-rang
ni. Alors, ou bien il existe une image non nulle de A qui soit dénie sur k,
ou bien il existe un nombre ni de sous-variétés abéliennes Bi de A telles que
X(K) ∩ Γ soit union nie de translatés de Bi(K) ∩ Γ.
La preuve de Hrushovski utilise de façon entrale les géométries de Zariski
et leur dihotomie  modularité loale/dénition d'un orps  (voir [HrZi96℄).
Un de nos buts est d'aborder es questions de desente pour une extension de
orpsK/k par des moyens beauoup plus légers de théorie des modèles des orps
diérentiels.
L'extension de orps K/k est étudiée au moyen d'un langage dans lequel k
est inniment dénissable, et où l'on pourra réduire l'énoné pour le groupe Γ au




(auquel on s'intéressera dans la suite). La théorie utilisée dans la preuve de
Hrushovski est elle des orps séparablement los de degré d'imperfetion ni et
non nul, dans le langage dérit dans [De98℄. Nous adopterons ii prinipalement
le langage d'une dérivation de Hasse, introduit sous ette forme par Ziegler dans
[Zi03℄.
La partie 2 sera onsarée aux préliminaires sur les dérivations de Hasse et
sur les orps séparablement los. Dans la partie 3, nous donnerons une desrip-
tion du sous-groupe p∞A(K) qui utilise les  fonteurs lambda  de [BoDe01℄,
que l'on aratérisera au moyen des restritions de Weil pour les extensions de
orps K/Kp
n
. On s'intéressera ensuite aux propriétés de mineur de p∞A(K),
que l'on peut voir omme des notions plus ou moins fortes de dimension nie,
dans un ontexte où haque point vient ave la suite innie de ses dérivées su-
essives. Dans la partie 4, on montre qu'une variété abélienne A est isogène à une






si et seulement si p∞A(K) est
rationnellement mine. Dans la partie 5, on répond par la négative à la question
de savoir si, pour toute variété abélienne simple A, p∞A(K) est séparablement
mine ; une telle propriété aurait fourni une preuve  direte , 'est-à-dire al-
gébrique, de la onjeture de Mordell-Lang, d'après des résultats de Pillay et
Ziegler dans [PiZi03℄. La onstrution de e ontre-exemple utilise la desription
détaillée que Frans Oort a faite de la stratiation des espaes de modules des
variétés prinipalement polarisées. Un exemple de même nature a été onstruit
dans le groupe additif, voir [BlKr05℄.
2
Que François Mestre, Rihard Pink, et surtout Frans Oort, soient ii remer-
iés de nous avoir aidés à omprendre ertaines subtilités des variétés abéliennes.
2 Préliminaires
Dénition 1 Une dérivation de Hasse sur un anneau A (ommutatif ave unité)
est une suite d'appliations (Di)i∈N additives de A dans A, qui vérient :
 D0 = id
 une règle de Leibniz généralisée : Di(xy) =
∑
m+n=iDm(x)Dn(y)






On s'intéressera désormais aux orps de aratéristique p > 0 munis d'une
dérivation de Hasse, dans le langage du premier ordreL := (0, 1,+,−, ., (Di)i∈N) ;
leur théorie sera notée HFp.
Donnons quelques notions utiles dans un tel orps K.
 L'ensemble
CK := {x ∈ K;D1(x) = 0}
est un sous-orps dénissable de K, appelé orps des onstantes de K.
 L'ensemble
C∞K := {x ∈ K; ∀i ≥ 1, Di(x) = 0}
est un sous-orps inniment dénissable de K, appelé orps des onstantes
absolues de K.
 Le sous-orps des puissanes p-ièmes dansK, notéKp, est toujours ontenu
dans CK . On dira que K est strit si CK = K
p
. Dans e as, on aura aussi










 Pour X = (X1, . . . , Xm) un m-uplet de variables, on note K{X} l'algèbre
des D-polynmes en X , 'est-à-dire :
K{X} := K[diX ]i∈N,
où diX := (diX1, . . . , diXm) et où les diXj , pour i ∈ N et j = 1, . . . ,m,
sont des indéterminées indépendantes. On la munit d'une extension de la







La théorie que l'on utilisera a été exhibée par Ziegler (et préédemment par
Messmer et Wood, dans un langage un peu diérent, voir [MeWo95℄) :
Théorème 3 ([Zi03℄) La lasse des orps de aratéristique p, munis d'une
dérivation de Hasse et existentiellement los, est axiomatisable par une théorie
notée CHFp.
Une liste d'axiomes est donnée par :
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 les axiomes HFp pour un orps ommutatif de aratéristique p muni d'une
dérivation de Hasse
 un axiome exprimant que la dérivation de Hasse est non triviale ('est-à-
dire ∃xD1(x) 6= 0)
 un axiome exprimant que le orps est strit : ∀x∃y(D1(x) = 0→ x = y
p)
 un shéma d'axiomes exprimant que le orps est séparablement los.
La théorie CHFp est omplète et admet l'élimination des quantiateurs ; par
onséquent, pour un ensemble de paramètres k |= HFp, il y a une bijetion entre
l'ensemble des n-types sur k et les D-idéaux premiers de k{X}, donnée par :
tp(a/k) 7→ {P ∈ k{X};P (a) = 0}.
Exemples
1. Considérons Fp(t), que l'on munit d'une dérivation de Hasse en posant
D1(t) = 1, Di(t) = 0 pour i > 1 (et d'autre part la dérivation de Hasse
est néessairement triviale sur Fp). Cette dérivation de Hasse s'étend de
manière unique à la lture séparable Fp(t)
sep
(voir [HaS37℄). Alors K :=
(Fp(t)




p : plus généralement,
il est bien onnu que C(t) est strit dès que C est un orps parfait et que
la dérivation de Hasse est dénie omme préédemment sur t, ainsi que
C(t)sep. Et on obtient alors que C∞K = K
p∞ = Falgp .
2. Pour un orps algébriquement los k, il existe une extension K de
k(t1, . . . , tn)
sep
et une dérivation de Hasse sur K telles que C∞K = k.
Preuve L'exemple préédent permet de onstruire une dérivation de Hasse
sur k(t1)
sep
, de orps de onstantes absolues k. Puis, en ajoutant (t2, . . . , tn)
une réalisation du (n − 1)-type générique au-dessus de k(t1)
sep
(e type
orrespondant à l'idéal nul de k(t1)
sep{T2, . . . , Tn}), on onstruit un mo-
dèle de CHFp qui ontient k(t1, . . . , tn) et dont le orps des onstantes
absolues reste inhangé égal à k (ar le type générique est orthogonal aux
onstantes absolues, voir la proposition 50 de [De88℄ pour une preuve dans
un langage diérent, exposé i-dessous). 
Le langage des p-omposantes
Après avoir remarqué (lemme 2.1 de [Zi03℄) qu'un modèle de CHFp est
un orps séparablement los de degré d'imperfetion 1, on utilisera parfois le
langage donné dans [De98℄ :
pour K |= CHFp, on xe une p-base {b} de K. Par dénition, pour tout n,
{1, b, . . . , bp
n−1} est une base de K en tant que Kp
n
-espae vetoriel. On notera
λn = (λn,i)0≤i<pn la suite de fontions de K dans K, dénissables dans le pur







Il suit du fait que les appliations Di sont nulles sur K
pn













D0(1) D0(b) . . . D0(b
pn−1)































Or la matrie (Di(b
j))0≤i,j<pn est inversible, du fait du lemme suivant (voir le
théorème 1 de [GaVo87℄).
Lemme 1 Des éléments x0, . . . , xpn−1 de K sont linéairement indépendants
au-dessus de Kp
n
si et seulement si le Wronskien∣∣∣∣∣∣∣










Dpn−1(x0) . . . Dpn−1(xpn−1)
∣∣∣∣∣∣∣
est non-nul.
En d'autres termes, les pn-uplets (Di(x))i<pn et λn(x)
pn
sont birationnellement
équivalents au-dessus de Fp({b}) := Fp(Di(b))i∈N.
3 Points rationnels des variétés semi-abéliennes
Etant donnée une variété algébrique V dénie sur un orpsK, l'ensemble des
points K-rationnels de V s'érit naturellement omme un ensemble dénissable
dans (K, 0, 1,+,−, .) : si V est une variété ane, dont l'idéal dans K[X ] est
engendré par P1, . . . , Pr, on a simplement
V (K) = {x ∈ Kn; ∀i, Pi(x) = 0}.
Dans le as d'une variété algébrique générale, il sut par exemple de reouvrir
V par des ouverts anes V1, . . . , Vm, et d'identier V (K) ave l'union
V1(K) ∪ (V2 \ V1)(K) ∪ . . . ∪ (Vm \ (V1 ∪ . . . ∪ Vm−1))(K).
Pour un modèle (K,D) de CHFp, notons que V (K) est Zariski-dense dans
V , puisque K est séparablement los. Les sous-ensembles (inniment) dénis-
sables de V (K) ne proviennent pas simplement de ombinaisons booléennes de
sous-variétés algébriques de V .
On appellera dans la suite sous-variété D-algébrique de V un sous-ensemble
de V (K) qui s'érit, dans haque ouvert ane, omme la olletion des zéros
d'une famille de D-polynmes de K{X} ('est-à-dire fermé pour la D-topologie).
On se plae désormais dans un modèle K de CHFp, ave une p-base {b} de
K xée et les fontions λn orrespondantes (voir la setion 2).
Il est lassique de dérire les sous-variétés D-algébriques de V par l'intermé-
diaire d'objets purement algébriques. Dans le as d'une aratéristique p > 0,
on peut utiliser pour ela un système projetif de variétés algébriques
(ρm,n : ΛmV −→ ΛnV )m≥n≥0
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onstruit dans [BoDe01℄, ave Λ0V = V et ρ0,0 = idV , et des appliations
dénissables λn : V (K) −→ (ΛnV )(K), bijetives, de réiproque ρn,0|(ΛnV )(K).
Ces appliations λn oïnident loalement ave les fontions λn déjà dénies sur
l'espae ane.
Il est montré (voir [BoDe01℄, Proposition 1.4) que Λn est un fonteur de la
atégorie des variétés algébriques dénies sur K dans elle-même ; e fonteur
induit un fonteur sur la atégorie des groupes algébriques dénis sur K, et les
appliations ρm,n, λn sont alors des homomorphismes.
Une sous-variété D-algébrique W de V est alors déterminée par la suite
Wn(K) := {x ∈ (ΛnV )(K); ρn,0(x) ∈ W (K)}, n ≥ 0,
ave la aratérisation
W (K) = {x ∈ V (K) | ∀n ≥ 0, λn(x) ∈Wn(K)}.
On peut également aratériser es fonteurs Λn en utilisant la notion de
restrition de Weil :
Dénition 2 Soit V une variété algébrique dénie sur K. On appelle ρ˜n :
ΠnV −→ V une restrition de Weil pour V de K à K
pn
si :
 ΠnV est dénie sur K
pn
et ρ˜n est un morphisme surjetif déni sur K
 pour toute variété algébrique W dénie sur Kp
n
et tout morphisme f :
W −→ V déni sur K, il existe un unique morphisme g déni sur Kp
n





Nous noterons, pour tout entier n, Frn : A −→ FrnA l'isogénie Frobenius
à la puissane n.
Proposition 1 ([Be05℄, Proposition III.8) Soit V une variété algébrique dé-
nie sur K. Alors ((Frn ◦ Λn)V, ρn,0 ◦ Fr
−n) est une restrition de Weil pour
V de K à Kp
n
.
Preuve Tout d'abord, ΠnV := (Fr
n ◦ Λn)V est bien dénie sur K
pn
puisque
ΛnV est dénie sur K, et nous devons aussi montrer que l'appliation ρ˜n :=
ρn,0 ◦ Fr
−n
est rationnelle, surjetive et dénie sur K. Rappelons pour ela














Elle est lairement dénie sur K, et génériquement surjetive puisque ρ˜n réalise
une bijetion entre (ΠnV )(K
pn) et V (K), K étant séparablement los.
On doit enore montrer que ρ˜n est séparable. Considérons une omposante ir-
rédutible F d'un ouvert ane de ΠnV , et G son image par ρ˜n. Soit I(G)
6
l'idéal premier séparable de G dans K[X1, . . . , Xd]. D'après le lemme 2.1 de
[BoDe01℄, il existe un idéal de type Q de K[X1∞, . . . , Xd∞] (l'algèbre de po-
lynmes dérivant les relations algébriques entre les λ-omposantes), minimal
tel que Q ∩ K[X1, . . . , Xd] = I(G). Considérons, pour une extension élémen-
taire assez saturée L de K, un point y ∈ G(L) réalisant le type assoié à
Q. D'autre part, puisque λp
n
n (V (K)) est Zariski dense dans ΠnV , on peut
onsidérer x ∈ G(L) tel que λp
n
n (x) soit générique dans F au-dessus de K.
L'idéal Ix/K (orrespondant au type de x sur K dans K[X1∞, . . . , Xd∞]) a
alors I(G) pour intersetion ave K[X1, . . . , Xd], il ontient don Q. En parti-
ulier, on a, dans K[Xi,j; 1 ≤ i ≤ d, 0 ≤ j < p
n], I(λn(y)/K) ⊆ I(λn(x)/K),
et ainsi I(λp
n
n (y)) = I(F ), l'idéal de la omposante irrédutible F . Or, d'après
la onstrution de Q (voir la preuve du lemme 2.1 de [BoDe01℄), si y1, . . . , yr
désigne une base de transendane séparante de y = (y1, . . . , yn) sur K, alors les
λn(yi) sont algébriquement indépendants au-dessus de K(y), pour i = 1, . . . , r ;
et pour i = r + 1, . . . , n, λp
n
n (yi) ∈ K(λ
pn
n (y1), . . . , λ
pn
n (yr), yr+1, . . . , yn). On a
don que K(λp
n
n (y)) est une extension purement transendante, don séparable,
de K(y) ; omme λp
n
n (y) est générique dans F et que ρ˜n(λ
pn(y)) = y, ela signi-
e que ρ˜n est séparable, don surjetive.
Montrons nalement que (ΠnV, ρ˜n) satisfait la propriété universelle onsidérée.
On se donne pour ela un morphisme f : W −→ V , déni surK, pour une variété




est séparablement los, il sura,
pour déterminer le morphisme g reherhé, de le onsidérer sur les points Kp
n
-
rationnels. Or, puisque ρ˜n|(ΠnV )(Kpn) est bijetive, g est néessairement donné
par g = λp
n
◦ f : W (Kp
n
) −→ (ΠnV )(K
pn).
Il reste à montrer que l'on dénit ainsi un morphisme de variétés algébriques,
déni sur Kp
n
. Considérons un ouvert ane U de W sur lequel f est donné
























On notera désormais (ΠnV, ρ˜n) pour ((Fr
n ◦ Λn)V, ρn,0 ◦ Fr
−n).
Le as partiulier important auquel on s'intéressera désormais est elui d'une
variété semi-abélienne A dénie au dessus d'un modèle K de CHFp. Dans e
as, on sait que A(K) est un groupe n-divisible pour tout n premier à p (ar K






C'est le plus grand sous-groupe divisible de A(K). C'est un sous-groupe in-
niment dénissable, fermé pour la D-topologie, de A(K), 'est-à-dire un sous-
groupe D-algébrique de A(K). Il est aussi onnexe et Zariski-dense dans A (voir
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[BoDe02℄). Dérivons-le par l'intermédiaire du système projetif des ΠnA.
Pour tout n, l'isogénie Frobenius à la puissane n, Frn : A −→ FrnA, admet
une isogénie duale, appelée Vershiebung, et notée Vn : Fr
nA −→ A. Elle vérie
Vn ◦ Fr
n = [pn]A et Fr
n ◦ Vn = [p
n]FrnA (où, pour un entier m, [m] désigne la
multipliation par m dans le groupe algébrique onsidéré). Puisque FrnA est
dénie sur Kp
n
, on déduit de la propriété universelle des restritions de Weil un
morphisme αn, déni sur K
pn





Par fontorialité du Frobenius et de la restrition de Weil, αn est un homo-
morphisme de groupes algébriques. Notons An l'image de l'homomomorphisme
αn. C'est un sous-groupe algébrique de ΠnA, déni sur K
pn
. Les An dérivent






pn)) = {x ∈ A(K); ∀n ≥ 0, λn(x)
pn ∈ An(K)}.
Preuve Tout d'abord, la deuxième égalité est une onséquene du fait que ρ˜n et
λp
n
n sont des bijetions réiproques l'une de l'autre entre (ΠnA)(K
pn) et A(K).
Ensuite, si x ∈ p∞A(K), on trouve pour tout n un élément xn dans A(K) tel
que





pn), on a bien x ∈ ρ˜n(An(K
pn)).




il existe yn ∈ (Fr
nA)(Kp
n
) tel que αn(yn) = λn(x)
pn
(ar αn : Fr
nA −→ An
est par dénition un homomorphisme de groupes algébriques, dominant et dé-
ni sur Kp
n




−n(yn) vérie xn ∈ A(K) et [p
n](xn) = Vn ◦ Fr
n(xn) = ρ˜n ◦ αn(yn) =
ρ˜n(λn(x)
pn) = x, don x ∈ pnA(K). 
Dénition 3 On dit que le type de a au-dessus d'un modèle k de CHFp est
mine si le D-orps engendré par a au-dessus de k, k({a}) := k(Di(a))i∈N, est
de degré de transendane ni au-dessus de k.
La aratérisation préédente de p∞A(K) permet de montrer failement le
lemme suivant (qui est le lemme 2.15 de [Hr96℄).
Lemme 3 Soit k un D-orps de dénition de A ontenant la p-base xée pour
K. Alors, pour tout a ∈ p∞A(K), le type de a au-dessus de k est mine.
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Preuve Tout d'abord, on a vu que k({a}) = k(λn(a)
pn)n≥0. Ensuite, pour
tout n ≥ 0, on trouve an ∈ A(K) tel que a = [p
n]an = Vn ◦ Fr
n(an).
Comme Vn est une isogénie, k(Fr
n(an)) est une extension algébrique de k(a).
Or, αn(Fr
n(an)) ∈ k(Fr
n(an)), et on a vu que ρ˜n ◦ αn ◦ Fr
n(an) = [p
n]an = a
implique que αn ◦ Fr
n(an) = λn(a)
pn




Dans la suite, on s'intéressera à des onditions, portant sur les isogénies Vn,
qui permettent de renforer ette propriété de mineur, ainsi qu'à leur rapport
ave la onjeture de Mordell-Lang.
4 La mineur rationnelle
On onsidère une notion de mineur plus forte que la notion préédente, la
mineur rationnelle.
Dénition 4 On dit que le type de a au-dessus d'un modèle k de CHFp est
rationnellement mine si le D-orps engendré par a au-dessus de k est niment
engendré en tant que orps au-dessus de k.
On dit qu'un groupe inniment dénissable onnexe, déni au-dessus de k, est
rationnellement mine si son type générique l'est.
Dans [Bu92℄, Alexandru Buium étudie la notion de D-struture sur une va-
riété algébrique en aratéristique nulle, 'est-à-dire d'extension de la dérivation
au faiseau des fontions régulières, et montre l'équivalene entre la atégo-
rie des groupes algébriques munis d'une D-struture et elle des groupes  δ-
algébriques  de dimension nie. Dans [Be05℄, il est montré omment généraliser
ette notion à la aratéristique positive, et l'équivalene entre la atégorie des
groupes algébriques onnexes munis d'une D-struture et elle des groupes in-
niment dénissables onnexes rationnellement mines est établie. Nous allons
ii reprouver la partie de e résultat qui nous intéresse.
Dans la suite, A désigne une variété semi-abélienne dénie sur un modèle k
de CHFp, et K un modèle | k |
+
-saturé ontenant k.
Proposition 2 Si p∞A(K) est rationnellement mine, il existe une isogénie
de variétés semi-abéliennes au-dessus de k, B −→ A, telle que, si b désigne un
point générique de p∞B(K), alors k({b}) = k(b).
Preuve Considérons un point générique a de p∞A(K) au-dessus de k ; par dé-
nition, il existe un entier i tel que k({a}) = k(D0(a), . . . , Di(a)), nous avons
aussi montré, dans le lemme 3, que e orps est une extension algébrique de
k(a). Nous noterons δi := (D0, . . . , Di), et Γ l'image par δi de p
∞A(K), munie
de la struture de groupe induite par elle de p∞A(K).
Si a et a′ sont des points génériques de p∞A(K) indépendants au-dessus de




−1)) ⊆ k(δi(a)) (où ∗ et
−1
représentent les opérations
de groupe de A(K)). Les lois de groupe sur Γ sont don génériquement ration-
nelles, e qui nous permet de dénir un groupe algébrique B, déni sur k, dans
lequel Γ est un sous-groupe dense (on utilise pour ela un théorème lassique de
Weil, voir [We55℄). D'autre part, l'homomorphisme (rationnel)  restrition ,
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(x0, . . . , xi) 7→ x0, de Γ dans p
∞A(K), s'étend en un homomorphisme de groupes
algébriques de B dans A (voir le théorème 3 de [Ro56℄), qui est une isogénie ar
k(δi(a)) est algébrique au-dessus de k(a), pour δi(a) un point générique dans Γ,
et don dans B. On en déduit que B est, omme A, une variété semi-abélienne.
On déduit du fait que δi est un isomorphisme (dénissable) de p
∞A(K) sur Γ,
que Γ = p∞B(K), et, par onstrution, pour un point générique b = δi(a) de Γ,
on a k({b}) = k({a}) = k(b). 
Proposition 3 Supposons que le point générique a de p∞A(K) vérie k({a}) =
k(a). Alors, pour tout n ≥ 0, il existe une setion sn à la projetion ρ˜n : ΠnA −→




Preuve Soit a le point générique de p∞A(K). Par hypothèse, et en utilisant les




n (a) = sn(a).
Les fontions sn sont don des fontions rationnelles partielles, de p
∞A(K) dans
ΠnA(K), qui sont des homomorphismes par dénition de la loi de groupe de
ΠnA, et qui vérient ρ˜n ◦ sn = id sur p
∞A(K). En prolongeant les fontions sn
en des homomorphismes de groupes algébriques de A dans ΠnA (par le même
argument de densité que préédemment), on obtient les setions reherhées. 
On peut maintenant prouver le résultat de desente suivant. L'argument pour
le passage des diérents kp
n
au orps des onstantes absolues kp
∞
nous a été
donné lors de disussions ave Jean-Benoît Bost, Elisabeth Bousaren, Anand
Pillay, Damien Roessler et Thomas Sanlon. Il utilise une paramétrisation des
variétés abéliennes polarisées ave une struture de niveau m par un espae de
modules approprié ; on pourra trouver les propriétés de et objet dans [MuFo82℄.
Théorème 4 Supposons que A est une variété abélienne dénie au-dessus de k,
telle que p∞A(K) soit rationnellement mine. Alors A est isogène à une variété
abélienne B dénie sur C∞k .
Preuve En utilisant la proposition 2, on trouve tout d'abord une variété abé-
lienne B, isogène à A, telle que k({b}) = k(b) pour tout point générique b de
p∞B(K) au-dessus de k. La proposition 3 nous donne alors, pour tout n, une
setion sn : B −→ ΠnB, que l'on va utiliser pour montrer que B est isomorphe
à une variété abélienne dénie sur kp
n
.
Dans la partie 3, on a donné la aratérisation suivante :
p∞B(K) = {x ∈ B(K); ∀n ≥ 0, λn(x)
pn ∈ Bn(K
pn)},
où, pour tout n, Bn est un sous-groupe algébrique de ΠnB déni sur K
pn
. On
montre alors que B est isomorphe à Bn : on sait déjà que ρ˜n ◦sn = idB, et, pour
x ∈ p∞B(K), sn ◦ ρ˜n(sn(x)) = sn ◦ ρ˜n(λn(x)
pn) = sn(x), don sn ◦ ρ˜n = id sur
l'image de p∞B(K) par sn, et don sur sn(B) par densité. Or sn(B) = Bn (ar
pour x ∈ p∞B(K) et xn ∈ B(K) tels que [p
n]xn = x, on a vu dans la preuve
de la proposition 3 que sn(x) = λn(x)
pn = αn(Fr
n(xn)), et don sn(p
∞B(K))
est dense dans l'image de FrnB par αn, 'est-à-dire Bn), et on a don obtenu
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un isomorphisme de B sur Bn.
Pour en déduire que B est isomorphe à une variété abélienne dénie sur kp
∞
, on
utilise l'espae de modulesAg,d,m des variétés abéliennes de dimension g =dim(B),
munie d'une polarisation de degré d2 et d'une struture de niveau m, pour un m
premier à p et susamment grand pour que et espae de modules existe (voir
[MuFo82℄).
Fixons une polarisation ω sur B et notons d2 son degré. Fixons aussi dans B(k)
une struture de niveau m, 'est-à-dire une base (x1, . . . , x2g) de la m-torsion
dans G(k) (e qui est possible ar m est premier à p et k est séparablement los,
de sorte que la m-torsion dans B(k) est isomorphe à (Z/mZ)2g). Alors, pour
tout n ≥ 0, l'isomorphisme sn transporte ette polarisation sur une polarisa-
tion de Bn, de même degré et dénie sur k
pn
, et la struture de niveau m sur
une struture de niveau m dans Bn(k
pn). On a don que la variété abélienne
(B,ω, (x1, . . . , x2g)) orrespond à un point dans Ag,d,m(k
pn), pour tout n ≥ 0,
et don à un point dans l'intersetion Ag,d,m(k
p∞).
On en déduit que B est isomorphe à une variété abélienne dénie sur C∞k , or A
est isogène à B. 
Remarque La réiproque du théorème préédent est vraie. En eet, si B est
dénie sur C∞k , alors p
∞B(K) = B(C∞K ) (voir par exemple [BoDe02℄), qui
est rationnellement mine puisque tous les points ont leurs dérivées nulles. Et
l'image d'un point rationnellement mine est rationnellement mine, puisqu'un
sous-orps d'un orps niment engendré au-dessus de k est niment engendré
au-dessus de k.
Ce théorème permet de reformuler la onlusion de la onjeture de Mordell-
Lang pour les variétés abéliennes : sous les hypothèses du théorème 1, on doit
essentiellement montrer que p∞A(K) est rationnellement mine. Malheureuse-
ment, on ne sait pas enore exploiter e fait pour donner une preuve diérentielle
algébrique de la onjeture.
5 La mineur séparable
Une notion intermédiaire entre la mineur et la mineur rationnelle a été
dégagée dans [PiZi03℄ ; il s'agit de la notion de point très mine. Nous utiliserons
ii l'expression séparablement mine, qui est plus expliite et qui a un meilleur
omportement grammatial.
Dénition 5 On dit que le type de a au-dessus d'un modèle k de CHFp est
séparablement mine si le D-orps engendré par a au-dessus de k est une exten-
sion algébrique séparable d'un orps niment engendré au-dessus de k.
On dit qu'un groupe inniment dénissable onnexe, déni au-dessus de k, est
séparablement mine si son type générique l'est.
Dans [PiZi03℄, Pillay et Ziegler donnent une preuve direte de la onje-
ture de Mordell-Lang dans le as où p∞A(K) est séparablement mine. On
onnaît des onditions susantes pour que p∞A(K) soit séparablement mine,
par exemple que A soit une variété abélienne ordinaire ; mais on ne savait pas
jusqu'à présent si p∞A(K) pouvait ne pas être séparablement mine. Avant
d'exhiber un ontre-exemple, donnons la aratérisation suivante.
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Lemme 4 ([Be05℄, Proposition IV.16) Soit A une variété semi-abélienne
dénie sur k. Ave les notations de la setion 3, on onsidère, pour m ≥ n,
l'homomorphisme ρ˜m,n := Fr
n◦ρm,n◦Fr
−m
de ΠmA dans ΠnA. Alors ρ˜m,n|Am
est une isogénie de Am dans An.
Preuve Comme dans les setions 3 et 4, αn désigne l'homomorphisme obtenu





où V ′m−n désigne l'isogénie duale de Fr
m−n : FrnA −→ FrmA. On sait (voir
[La59℄ par exemple) que Vm = Vn ◦ V
′
m−n, et d'autre part Vm = ρ˜m ◦ αm =
ρ˜n ◦ ρ˜m,n ◦ αm. Cela donne deux éritures de l'homomorphisme Vm ◦ Fr
m−n :
FrnA −→ A :
ρ˜n ◦ ρ˜m,n ◦ αm ◦ Fr
m−n = ρ˜n ◦ αn ◦ [p
m−n]|FrnA.






, ils sont égaux d'après l'uniité de la fatorisation via ΠnA. Et puisque
l'image de [pm−n]|FrnA est dense, on obtient que ρ˜m,n ◦ αm ◦ Fr
m−n(FrnA) =
αn(Fr
nA), 'est-à-dire ρ˜m,n(Am) = An.
Il sut don maintenant de prouver que Am et An ont même dimension pour
prouver que ρ˜m,n réalise une isogénie. Or on sait que αn, omme Vn, a un noyau
ni et don dim(An) = dim(Fr
nA) = dim(A), et de même pour Am. 
Proposition 4 Le groupe p∞A(K) est séparablement mine si et seulement s'il
existe n ≥ 0 tel que ρ˜m,n|Am est séparable pour tout m ≥ n.
Preuve Tout d'abord, omme dans les setions 3 et 4, pour a générique dans
p∞A(K), et am, lui aussi générique dans p
∞A(K), tel que [pm]am = a, on a
bm := λm(a)
pm = αm ◦ Fr
m(am) qui est générique dans Am, et ρ˜m,n|Am(bm) =
bn pour m ≥ n.
Supposons que p∞A(K) est séparablement mine, et onsidérons l'entier n tel
que k({a}) = k(λm(a)
pm)m≥0 est algébrique séparable sur k(λn(a)
pn). On a
alors que pour tout m ≥ n, k(bm) est algébrique séparable sur k(bn), don
ρ˜m,n|Am est séparable.
Réiproquement, supposons qu'il existe n ≥ 0 tel que ρ˜m,n|Am est séparable pour
tout m ≥ n. Pour a, bm et bn omme préédemment, on a que k(bm) est algé-
brique séparable sur k(bn) pour m ≥ n, e qui implique que k({a}) = k(bm)m≥0
est algébrique séparable sur k(λn(a)
pn). 
Nous herhons maintenant à onstruire une variété abélienne simple A au-
dessus de K qui ne soit pas séparablement mine, e qui siginie pour nous par
dénition que p∞A(K) n'est pas séparablement mine. Le prinipe du paramé-
trage des ourbes elliptiques par leur j-invariant (deux ourbes sont isomorphes
si et seulement si elles ont même invariant) ne s'étend pas diretement en di-
mension supérieure, au sens où il n'y a pas de struture de variété raisonnable
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sur l'ensemble des paramètres dérivant les variétés abéliennes  nues  de di-
mension xée, quotienté par la relation d'équivalene orrespondant à l'isomor-
phisme entre variétés, voir [MuFo82℄, Chapitre 5, 1. On sait, d'après [MuFo82℄,
Chapitre 7, qu'il s'étend si l'on onsidère les variétés abéliennes (de dimension
xée g), munie d'une struture additionnelle, polarisation de degré xée d2 et
struture de niveau xé n. Dans la preuve du théorème 4, nous avons utilisé
l'existene de l'espae de modules orrespondant, Ag,d,n et son uniformité par
rapport aux orps k, kp, kp
2
,. . . lorsque n est assez grand ([MuFo82℄, 7.9). Nous
allons maintenant utiliser l'espae de modules Ag,1 := Ag,1,1 des variétés prin-
ipalement polarisées, 'est à dire munies d'un isomorphisme vers leur variété
duale. Cette paramétrisation n'existe qu'au-dessus d'un orps algébriquement
los ([MuFo82℄, 7.10) mais ela nous sura ar il s'agit ii de onstruire un
exemple partiulier. Nous identions par la suite une variété abélienne prini-
palement polarisée de dimension g et le point de Ag,1 qui la représente.
Pour une variété abélienne A dénie sur un orps quelonque k et un entier
m, soit A[m] := {x ∈ kalg | m.a = 0}, et pour un nombre premier q, la limite
projetive tq(A) des A[q
r], qui porte naturellement une struture de Zq-module,
'est le module de Tate q-adique de la variété. Pour q diérent de p, si g est la
dimension de A, tq(A) est isomorphe à Z
2g
q . Il est bien onnu que la situation est
plus ompliquée pour q = p : la torsion d'ordre p est de la forme (Z/pZ)n pour
un ertain entier n ≤ g, appelé le p-rang de la variété. Lorsqu'il est stritement
inférieur à g, et entier n peut être rané de la façon suivante. D'une part l'a-
tion du Frobenius permet d'enrihir la struture de Zp-module de tp(A) en un
module sur un anneau plus gros. D'autre part on onsidère au lieu de la torsion
naïve la torsion shématique, en partiulier la p-torsion redevient ainsi un objet
de rang 2g. Cela permet d'assoier à la variété un  module de Dieudonné , de
rang 2g, qui, à isogénie près, se déompose en une somme direte de modules
indéomposables ([Ma℄, hapitre II). Ou enore, graphiquement, est assoié à A
un  polygone de Newton , ayant les propriétés suivantes ([Oo00℄) :
- dans le plan artésien réel, 'est une ligne onvexe de segments de droite à
sommets entiers, ommençant en (0, 0) et nissant en (2g, g),
- à pentes positives ou nulles, au plus égales à 1,
- ave une dualité imposant que si on a la pente , on a également la pente 1−c.
L'ensemble des polygones de Newton est partiellement ordonné par leurs posi-
tions dans le plan : P ≥ Q si tout point de P est au-dessus de Q, au sens large,
P et Q peuvent avoir des sommets ou des segments ommuns.
Il y a pour et ordre un polygone maximal, omposé d'un segment de pente
1/2. C'est le polygone de Newton des variétés abéliennes dites supersingulières,
'est à dire isogènes sur kalg à un produit de ourbes elliptiques supersingu-
lières. Une ourbe elliptique supersingulière est elle-même par dénition une
ourbe sur laquelle la multipliation [p] est de degré d'inséparabilité maximal,
p2. Une ourbe supersingulière est dénie sur Falgp , un produit de telles ourbes
également (à isomorphisme près) et est don rationnellement mine.
Il y a un polygone minimal, omposé d'un segment (g, 0) et d'un segment
(g, g), qui orrespond à des variétés ordinaires, 'est à dire de p-rang maximal,
g. Dans e as la multipliation par [p] est de degré d'inséparabilité minimal
pg, la Vershiebung V1 est séparable, ainsi que toutes les Vn, et la proposition
4 s'applique : une variété ordinaire est toujours séparablement mine ([PiZi03℄,
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6.4).
Vont nous intéresser partiulièrement les variétés dont le polygone de New-
ton ne ontient auun segment horizontal, e sont les variétés de p-rang nul,
ou enore elles où [p] est de degré d'inséparabilité maximal p2g, 'est à dire
purement inséparable.
Dans l'espae des modules Ag,1 des variétés abéliennes prinipalement po-
larisées, la situation est partiulièrement simple, voir [Oo01℄. Chaque polygone
de Newton P dénit un fermé dans l'espae des modules, au sens suivant : les
variétés ayant un polygone de Newton situé au-dessus de P , forment un fermé
VP (Ag,1). Ce fermé n'est pas nééssairement irrédutible mais toutes ses ompo-
santes irrédutibles ont même dimension, alulable par un moyen ombinatoire
simple. L'ensemble des variétés ayant exatement P pour polygone de Newton
sera désigné par V oP (Ag,1).
Notre but est de trouver une variété abélienne simple, de p-rang nul, qui
n'est pas isogène à une variété abélienne dénie sur F
alg
p .






On trouve deux polygones de Newton possibles, elui du bas orrespond à des
ourbes ordinaires, l'autre à des ourbes supersingulières dénies sur F
alg
p .
En dimension 2, nous trouvons trois dessins possibles :








Les deux polygones de Newton du bas orrespondent à des variétés ayant une
torsion p non nulle (présene d'un segment horizontal), et le troisième à des
variétés dénies sur F
alg
p , à isogénie près .
En dimension 3, on trouve 5 dessins possibles (par onvexité et dualité) :















Le polygone de Newton P0, marqué en trait plein, est le seul qui orresponde à
des variétés de p-rang nul et non supersingulières, il pourrait don éventuelle-
ment nous onvenir. Nous onvient-il vraiment ? C'est-à-dire P0 est-il le polygone
de Newton d'une variété non séparablement mine, simple de surroît ?
Prenons un point a de dimension maximale ('est ii 3) dans le fermé de l'es-
pae de modules assoié à e polygone. Il a exatement P0 pour polygone de
Newton, qui n'est lui-même pas déomposable : P0 ne ontient que deux seg-
ments à sommets entiers, qui ne sont pas dissoiables à ause du prinipe de
dualité. Les variétés abéliennes prinipalement polarisées orrespondantes sont
don simples. Par onstrution une variété abélienne prinipalement polarisée
A paramétrée par a n'est pas isomorphe à une variété dénie sur un orps ni
(son orps de dénition est de degré de transendane 3 au-dessus de Fp). Elle
n'est pas non plus isogène à une telle variété. En eet, si une variété dénie
sur un orps ni ontient dans sa  feuille d'isogénie  un point générique d'une
omposante irrédutible de V oP (Ag,1), elle les ontient tous, e qui impose à ette
feuille une dimension ≥ 3. Or la dimension d'une feuille d'isogénie de V oQ(Ag,1)
est inférieure à la dimension de VQ(Ag,1) dès que Q n'est pas le polygone de
pente onstante 1/2 ([Oo04℄, 5.7 et 5.12).
Fixons maintenant un modèle k de CHFp ontenant a, muni d'une dérivation
de Hasse telle que C∞k = F
alg
p (voir l'exemple 2 de la partie 2) ; de sorte que
 être déni sur un orps ni  est équivalent à  être déni sur kp
∞
.
Proposition 5 Pour tout point a de dimension maximale dans V oP0(A3,1)(k),
la variété abélienne A sur k paramétrée par a n'est pas séparablement mine.
Preuve Puisque le p-rang de A est nul, la multipliation par pn dans A,
[pn] = Vn ◦ Fr
n
, est purement inséparable pour tout n (son noyau est trivial
dans A(kalg)). Les isogénies Vn sont don elles aussi purement inséparables.
Supposons A séparablement mine. D'après la aratérisation de la proposition
4, il existe alors n ≥ 0 tel que l'isogénie ρ˜m,n|Am soit séparable pour tout m ≥ n.
Or, pour m ≥ n, on peut déomposer l'isogénie purement inséparable Vm en les
isogénies suivantes :
FrmA Am An A.
αm ρ˜m,n|Am ρn|An
Il en résulte que ρ˜m,n|Am est également purement inséparable, 'est don un
isomorphisme. Cela prouve que, pour tout m ≥ n, An est isomorphe à Am,
qui est dénie au-dessus de kp
m
; on en déduit de la même façon que dans la
preuve du théorème 4 que An est isomorphe à une variété abélienne dénie sur
kp
∞
. Comme ρn|An est une isogénie de An sur A, A est isogène à une variété
abélienne dénie sur un orps ni, e qui est impossible. 
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